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The aim of this note is to give a classification of all irreducible representations V 
of a connected semisimple algebraic group (7 such that either the quotient V//C is 
smooth or the quotient map R: V + V//C has equidimensional tihres. It follows by 
the classification that if the quotient map K is equidimensional, then the quotient 
V//G is smooth. C?; 1989 Academic Press, Inc 
In der vorliegenden Arbeit betrachten wir eine zusammenhlngende 
halbeinfache algebra&he Gruppe G iiber einem algebra&h ab- 
geschlossenem K&per k der Charakteristik null und eine Darstellung auf 
einem endlichdimensionalen k-Vektorraum V. Wir bezeichen mit 0(V) den 
Koordinatenring von I’, d.h. die k-Algebra der polynomialen Funktionen 
auf V, und mit O(V)” den Invariantenring. Die zugehiirige Varietat V//G 
heiBt der Quotient von I’ nach G, und der durch die Inklusion O(V)” c 
U( I’) induzierte Morphismus X: I/ + L’//G wird die Quotientenabbildung 
genannt [ 11, 131. Gute Eigenschaften der Quotientenabbildung sind zum 
Beispiel, daD das Bild einer G-stabilen abgeschlossenen Teilmenge von V 
wieder abgeschlossen ist, und disjunkte G-stabile abgeschlossene 
Teilmengen werden von n getrennt. Der Quotient V//G ist in gewissem 
Sinne die beste algebraische Approximation an den Bahnenraum V/G. 
Die Nullfuser Z,(V) := 71~ ‘(n(O)) ist beim Studium der Geometrie von 
V und des Quotienten V//G besonders wichtig. Enthalt zum Beispiel die 
Nullfaser nur endlich viele G-Bahnen, so gilt dies fur jede Faser der 
Quotientenabbildung [11, S. 1291. Man nennt solche Darstellungen 
iiberschaubar [7]. Etwas schwacher ist die Bedingung, da13 die Nullfaser die 
minimale mijgliche Dimension hat, namlich dim V - dim V//G. Dann hat 
* Der Verfasser wird durch den Schweizerischen Nationalfonds untcrstiitzt. 
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jede irreduzible Komponente jeder Faser von rt diese Dimension. Die 
Darstellung wird dann iiquidimensional genannt [ 11, S. 129; 141. 
Im allgemeinen enthalt der Quotient V//G singullre Punkte. 1st dies 
nicht der Fall, so ist V//G isomorph zu einem Vektorraum, d.h. der 
Invariantenring Lo(V)” ist ein Polynomring. Die Darstellung wird dann 
koreguliir genannt (vergl. [ 171). 1st die Darstellung zudem noch 
aquidimensional, so ist O(V) ein freier Modul iiber dem Invariantenring 
O( V)” [ 161; die Darstellung heigt dann kofrei. Eine besondere Klasse von 
kofreien Darstellungen sind die polaren Darstellungen; eine Darstellung V 
heil3t polar, wenn es ein u E V gibt mit abgeschlossener Bahn G. u und mit 
der Eigenschaft, da13 
die gleiche Dimensionen hat wie der Quotient. In diesem Fall ist V//G 2: 
c,//W, wobei W := Nor, c,/Zen, c, eine endliche Gruppe ist [2]. Die 
O-Darstelhmgen im Sinne von Vinberg [21] sind Beispiele von polaren 
Darstellungen. 
Eine iiberraschende Folgerung aus den Klassifikationen in [2, 6, 7, 141 
ist dal3 fur irreduzible Darstellungen von einfachen Gruppen die Begriffe 
koregular, kofrei, aquidimensional, polar und uberschaubar alle iiquioalent 
sind. Popov hat in [ 141 vermuted, dab fur beliebige zusammenhiingende 
halbeinfache Gruppen aus aquidimensional schon kofrei folgt. Fur einfache 
Gruppen wurde dies von Schwarz unter der Benutzung der Klassifikation 
in [ 181 bestatigt (unveriiffentlicht). 
Ziel dieser Arbeit ist die Klasslyikation aller irreduziblen Darstellungen 
zusammenhiingender halbeinfacher Gruppen, welche iiquidimensional oder 
koregiilar sind (1.4 Theorem). Im weiteren werden unter diesen die polaren 
Darstellungen bestimmt, und zudem wird angegeben, welche davon 
O-Darstellungen sind. Die Ergebnisse sind bis auf Spiegelungsiiquiualenz 
(vgl. 1.2) in der Tabelle angegeben. Wiederum stellt sich heraus, da13 aus 
aquidimensional immer kofrei folgt. Damit ist also gezeigt, dal3 fur 
irreduzible Darstellungen zusammenhangender halbeinfacher Gruppen die 
Vermutung von Popov richtig ist. Weiter folgt aus der Klassilikation 
der tiberschaubaren Darstellungen in [7] (Korrektur in [2]) und der 
Klassifikation in dieser Arbeit, da13 fur irreduzible Darstellungen zusam- 
menhangender halbeinfacher Gruppen die Eigenschaften polar und 
iiberschaubar aquivalent sind, wenn dim V//G 3 2 ist. Dies wurde bereits in 
[2] vermutet. 
An dieser Stelle miichte ich mich bei G. Schwarz und H. Kraft fur 
hilfreiche Hinweise und Diskussionen bedanken. 
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1. ERL~TERUNG DER ERGEBNISSE UND DER TABELLEN 
1.1. Die Cichsten beiden Lemmata zeigen, wie man aus einer 
Darstellung, die koregullr oder gquidimensional ist, neue Darstellungen 
mit derselben Eigenschaft produzieren kann. Wir werden im folgenden 
immer voraussetzen, daIJ eine halbeinfache Gruppe zusammenhzngend ist. 
Zungchst sei (V, G) = (V, @ I/,, G, x G,) und dim Vz =n. 1st (nV,, G,) 
koregulir, so operiert G, in natiirlicher Weise linear auf W := nV,//G, und 
V/jG ist isomorph zu W//G,. 
LEMMA 1. (a) (V, G) ist koreguliir - ( W, G2) ist koreguftir. 
(b) Ist (nV,, G,) iiquidimensional und ( W, G,) ist Liquidimensional, so 
ist (V, G) iiquidimensional. 
(c) Ist (V, G) iiquidimensional, so ist such ( W, G,) iiquidimensional. 
Die gleichen Ideen wie oben beniitzt such das folgende 
LEMMA 2. Sei H eine halbeinfache Gruppe und W eine Darstellung von 
H. Seien n, n’ aus N mit 1 <n < n’ und n + n’=dim W. Setze (V, G) := 
(k”Q W, Sl, x H) und (V’, G’) := (k”‘Q W*, Sl,. x H). Dann gilt: 
(a) V//G E V//G’. 
(b) Ist (V’, G’) fiquidimensional, so such (V, G). 
Ist (V, G) dquidimensional, so ist (V’, G’) genau dann tiquidimensional, 
wenn 
n + 1 > dim V//G. 
Beweis. Zu (a). Sei X := e,( W) der Kegel der zerlegbaren Vektoren 
von A”W, d.h. X ist der afline Kegel iiber der Grassmannvariettit der 
n-dimensionalen Teilrlume von W. Betrachte den Morphismus 
71,: V-X, $J e,Qw,-+w, A ... A W”. 
r=l 
Aus der klassischen Invariatentheorie [22] weiD man, da13 x1 der Quotient 
nach Sl, ist. Nun operiert H in natiirlicher Weise auf X und V//G N X//H. 
Da G,(W) und G,.( W*) zueinander isomorph sind als H-Varietgten, 
folgt (a). 
Zu (b). Sei (V, G) tiquidimensional. Setze S := V’\Z,,“,( V’). Da x,1 s 
ein prinzipales S1,.-Biindel ist, und 7t 2: X + V//G’ tiquidimensional ist, 
folgt dal3 n: S+ V//G’ lquidimensional ist. Man sieht leicht (vergl. 
Beispiel 2.5), dal3 
kodim,.Z,,JV’)=dim CY-n’+l=n+l. 
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Somit ist (V’, G‘) genau dann ~quidimensional, wenn dim V//G <n + 1 ist. 
1st umgekehrt ( yl, G’) lquidimensional, so folgt die Aquidimensionalitlt 
von (V, G) ebenso. 
1.2. Der ubergang von (V, G) nach (V’, G’) heil3e Spiegelung (englisch: 
castling transformation [ 14, $21 oder reflection functor [S]). In leichter 
Verallgemeinerung der iiblichen Notation werden zwei Darstellungen such 
dann noch als iiquioalent bezeichnet (Notation: ( V, G) 2 (V’, G’)), wenn sie 
sich durch einen ausseren Automorphismus von G unterscheiden. Zum 
Beispiel ist 
6 V,,H, x ... XN, 6 P,,Hi x ... XH, 
i=i r=l > 
wobei Pi = I/, oder VT fur alle i. 
Zwei Darstellungen (V, G) und (V’, G’) liegen in derselben 
Spiegelungsklasse, falls ie durch eine Folge von Spiegelungen in zueinan- 
der Hquivalente Darstellungen iiberfiihrt werden kiinnen. In diesem Fall 
heissen sie spiegelungsiiquiuaZent. Sei zum Beispiel n die Dimension von V. 
Dann liegen 
(V, G), (k” .- ’@I V, Sl, _ i x G), 
(k”-‘-‘@km-‘@ V,Sl,,z_. , xSl,m, xG) ,... 
in derselben Spiegelungsklasse. Man sieht leicht, dab es zu gegebenem 
(V, G) hochstens eine Spiegelung gibt, welche die Dimension von V 
verkleinert [ 15, $21. Es folgt, dal3 es in jeder Spiegelungsklasse genau eine 
Darstellung gibt mit minimaler Dimension. Diese Darstellungen heiDen 
spiegelungsreduziert. 
Bemerkung. Darstellungen ( V, G) mit dim V//G < 2 sind kofrei. Denn: 
Nach [9] ist (V, G) koregular und aus [ 16, Corollary 7.41, folgt, da13 
kodim v Z,( V) B min~dim V//G, 2) 
ist, und somit ist (V, G) such aquidimensionai. Da sich bei der Spiegeiung 
die Dimension des Quotienten nicht andert, folgt, daB alle Darstellungen in 
der Spiegelungsklasse von (V, G) kofrei sind. 
1.3. 1st dim V//G< 1, so ist klar, da13 jede Darstellung in der 
Spiegelungsklasse polar ist. Das folgende Lemma zeigt, da13 fiir 
dim V//G > 2 hochstens die spiegelungsreduzierte Darstellung in einer 
Klasse polar sein kann. 
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LEMMA 3. Sei ( V, G) = (k” @ w, Sl, x W), I,< n < dim U/. Wenn ( V, G) 
polar ist, dam ist n 9 dim V//G <dim W. Znsbesondere ist (V, G) 
spiegelungsreduziert, wenn dim V/jG 2 2 ist. 
Beweis. Wir konnen ohne Einschriinkung annehmen, dab k=@ ist 
(Lefschetz-Prinzip). Sei ( , ), die standard hermitsche Form auf dem C”, 
und sei ( , > w eine hermitsche Form auf W, die invariant ist unter einer 
maximal kompakten Untergruppe K von H. Bezeichne mit ( , > die 
induzierte hermitsche Form auf V. Weiter sei DE V so, da13 G. t‘ 
abgeschlossen ist und dim c,. = dim V//G ist. Ohne Einschr~nkung kann 
man weiter annehmen, dab v ein minimaler Vektor von G s u ist, d.h. 
(6 ~0, TV) =O, wobei 6 := Lie G [2]. Bezeichne mit E,,, die Matrix 
(6kd 4.,h <k,/<n. Seien u, =C:=, e,@wi, u2 =C;=, e,@ui aus c,,\{O>. 
Bezeichne mit sl, die Lie Algebra von &‘I,. Da (sl, . c,., c,, ) = 0, folgt: 
Es gilt fur alle if j: (E,,j~~,, vz) = (I$>, Us),,, =O, und fiir alle t := 
(t , , . . . . t,,) mit C;= r tj = 0: 
und somit (wr, ul) w= ... = (w,, u,) w. 
Setzt man u, =v2. so sieht man, dab w,, . . . w, einen n-dimensionalen 
Unterraum W, von V aufspannen. Wahlt man v2 E c, orthogonal zu v, , so 
folgt, daf3 u,, . . . u, einen n-dimensionalen Teilraum von W aufspannen, der 
senkrecht auf W, steht. Wiederholt man diesen Prozess, so erhalt man 
genau dim c, Unterraume der Dimension n von W, die alle orthogonal 
zueinander sind. Es folgt; n . dim V//G < dim W. 
Bemerkung. Sei (V, G) = (k” @ W, Sl, x H), 1 6 n < dim W und sei 
dim V//G 2 2. Falls n’ = dim W - n > n ist, so hat man eine natiirhche Ein- 
bettung von k” 4 k”’ und damit von Vcr Y := k”’ 0 W. Man sieht leicht, 
da13 das Bild von V in Y’ enthalten ist im Nullkegel der DarsteHung 
(yl, S’I,,, x H) und daB ein Sl,8 x H-Orbit in yl geschnitten mit V 
in hiichstens endlich vieie GZ, x H-Orbiten zerfallt (siehe [7]). Da 
dim V//G > 2 ist, folgt da8 (V’, &‘I,,, x H) nicht iiberschaubar ist. Somit ist 
in der Spiegelungsklasse von (V, G) hochstens die spiegelungsreduzierte 
Darstellung tiberschaubar. 
1.4. Aufgrund von Lemma 2 und Lemma 3 reicht es, die 
spiegelungsreduzierten koregularen bzw. aquidimensionalen bzw. polaren 
Darstellungen zu klassitizieren. 
Es sei noch einmal daran erinnert, daf3 in leichter Verallgemeinerung der 
i.iblichen Notation zwei Darstellungen such dann noch als aquivalent 
bezeichnet werden, wenn sie sich durch einen lusseren Automorphismus 
von G unterscheiden (vergl. I.2). 
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TABELLE 
Sporadische Fllle 
G V dim V dim V,;iC dim Hdeg Bern. 
A* 
A- 
A, 
A, 
A, 
A, 
A, 
C‘ 
Cl 
D, 
D, 
D6 
D5 
E, 
E, 
ES 
Fd 
A,+A, 
A, +A, 
A,+& 
&+A, 
&+A, 
&+A, 
A, +A, 
A, +A, 
A, +A, 
A, +A, 
A,-tA, 
84 
70 
56 
35 
20 
20 
10 
5 
4 
64 
32 
16 
x 
42 
14 
128 
64 
32 
16 
27 
7x 
56 
133 
248 
26 
52 
I 
14 
40 
45 
so 
40 
30 
30 
36 
18 
18 
20 
18 
I2 
4 
7 
1 
f 
1 
5 
2 
2 
1 
2 
I 
I 
1 
6 
1 
8 
1 
1 
0 
1 
6 
1 
I 
8 
2 
4 
1 
2 
4 
3 
2 
1 
1 
3 
6 
I 
3 
2 
2 
I 
0 
0 
8 
14 
16 
0 
0 
0 
0 
12, 18, 24,30 
2.6.8. 10, 12, 14, 18 
16 
2. 3. 4, 5, 6 
4. 6 
2% 3 
4 
16 48 
24 4 
21 2 
14 2 
0 
x 
2,5.6,8,9,12 
4 
0 
28 
35 
29 
2.8, 12, 14, 18,20, 24. 30 
8 
4 
52 
6 
78 
7 
8 
28 
4 
8 
2 
3 
2,5,6.8,9,12 
4 
2, 6, 8. 10, 12, 14, I8 
2, 8, 12, 14, 18, 20, 24, 30 
2, 3 
2,6,8,12 
2.6 
2 2,6, 8, 12 
1 6, 12. 18 
0 20.30 
0 40 
3 IS 
0 5, IO, 1s 
0 2. 4, 6, 6, 8, 10 
6 6 
3 2,4,6 
0 8, 12 
0 6, 12 
0 t2 
Tabelle Fortserzung 
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TABELLE-Fortsetzmg 
A, +A, 
B,+A, 
B,tA> 
B,-tA, 
&+A, 
&+A, 
B, +-A, 
E,+A, 
&+A, 
E,-tA, 
G,tC, 
G,+*, 
G:tA, 
R, tA, tA, 
A, +A, +A, 
*,+*,+A, 
A,+C,+A, 
A,+A,+A, 
A,+A,+A, 
A, +A, +A, 
A, +A, +A, +A, 
0 2,6 
0 2. 3.4 
1 4 
64 6 0 2.4, 6, R, 8, 12 
48 4 0 6.6, 12. I2 
32 2 9 44 
32 2 6 4. 8 
24 1 6 6 
24 3 3 2,4, 6 
16 I 9 4 
28 
64 
64 
48 
48 
32 
4 
4 
4 
1 
3 
1 
3 
I 
4 
4 
2 
4 
1 
5 
4 
2 
4 
3 
1 
3 
I 
4 
0 2,6,8. 12 
9 2.6,8, 12 
0 8, 12, 20, 24 
6 12 
3 4. 8. 12 
17 4 
81 
54 
112 
28 
21 
21 
14 
8 6, 12, 18 
28 12 
28 2, 6, 8, 12 
0 4,4,8,12 
3 3,6 
0 2, 3.4, 6 
4 4 
32 
24 
32 
32 
21 
18 
12 
8 
16 
0 2,4,4,6,X 
1 2, 4, 6. 8 
3 8, 12 
0 4,8,8, 12 
0 6,9, 12 
2 12 
0 2,4,6 
2 4 
0 2.4,4,6 
PO1 
PO' 
PO1 
PO1 
6 
6 
6 
6 
6 
PO1 
PO1 
6 
6 
Eine Darsteliung heisse lokal treu, wenn der Kern des 
~arste~lungshomomorphismus p: G -+ GI( V) endlich ist. 
THEOREM. Sei G eine eirzfach zusammenhtingende, halbeinfache 
algebraische Gruppe. Fiir eine s~iegel~gsred~z~erte, nicht triviale, irreduzibie 
lokal treue ~arste~~ung ( V, G) sind folgende Aussagen equivalent: 
(a) (V, G) ist koreguliir, 
(b) ( V, G) ist ~q~idimensional~ 
(c) (V, G) ist ~q~jvalent zu einer der ~arste~~ungen in der Tabelle. 
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KOROLLAR. Fiir heliebige irreduzible Darstellungen zusammenhiingender 
halbeinfacher algebraischer Gruppen sind die Eigenschaften iiquidimensional 
und kofrei iquivalent. 
1.5. Erliiuterungen zur Tabelle. Unter “G” steht der Typ des Dynkin- 
Diagramms von G. Man beachte den Isomorphismus B, = C2 beim bentit- 
zen der Tabelle. (w’, F) bezeichnet eine beliebige nicht triviale lokal treue 
Darstellung o’ der Dimension d’ einer halbeinfachen Gruppe F. 
Unter “V” stehen die hochsten Gewichte der Darstellung V in additiver 
Schreibweise und Bourbakinummerierung [ 11. Die Fundamentalgewichte 
des ersten Faktors werden mit wi, die zweiten mit wl usw. bezeichnet. 
Unter “Bed.” werden Bedingungen an die Parameter verzeichnet. Nicht 
aufgenommen werden “offensichtliche” Bedingungen wie n > 3 fur (w,, A,,) 
usw. 
Unter “dim V”, “dim V//G” bzw. “dim N” stehen die Dimensionen von V 
und V//G bzw. die Dimensionen des generischen Stabilisators H von G auf 
V. Die Struktur von Ho kann den Tabellen in [3] und [4] entnommen 
werden. 
Under “deg” werden die Grade der homogenen erzeugenden Invarianten 
verzeichnet. 
Unter “Bern.” steht, ob die Darstellung eine O-Darstellung ist (und 
damit polar) oder ob sie (nur) polar ist. Aus Lemma 2 folgt, da13 alle 
irreduziblen polaren Darstellungen halbeinfacher Gruppen mit 
dim V//G >, 2 aquivalent zu einer der polaren Darstellungen in der Tabelle 
sind. Aus [7] (Korrektur in [2]) folgt, da13 alle diese Darstellungen 
uberschaubar sind. 
Urn alle irreduziblen kofreien Darstellungen halbeinfacher Gruppen zu 
erhalten, beachte man, dal3 alle Darstellungen in der Spiegelungsklasse von 
(V, G) kofrei sind, wenn dim V//G < 2 ist (Bemerkung 1.2). 1st 
dim V//G > 3, so folgt aus Lemma 2(b), da13 wenn (V, G) kofrei ist, so ist 
die spiegelungsreduzierte Darstellung in der Klasse von (V, G) kofrei. 
Weiter, ist (V, G) kofrei mit dim V= n und dim V//G 3 3, so folgt aus Lem- 
ma 2(b), dal3 (V@ k” ‘, G x Sl, _ ,) nicht aquidimensional ist. Damit sind 
in der Spiegelungsklasse einer kofreien spiegelungsreduzierten Darstellung 
(V, G) mit dim V//G 3 3 hochtens die Darstellungen (V’, G’) noch kofrei, 
bei denen die Anzahl der einfachen Normalteiler von G’ gleich der von G 
ist. Aus Lemma 2(b) folgt dann, da13 nur die Spiegelungsklassen von 
(V,G)~((w,+w~+w;,A,+A,+A,),(o,+o;+w;,C,+A,+A,)und 
(2w, + w; + o;, A, + A 1 + A,) noch unendlich viele kofreie Darstellungen 
(V’, G’) enthalten. Und zwar genau die, bei denen G’ such ein Produkt von 
drei einfachen Gruppen ist. Zum Beispiel sind die Darstellungen 
(20,+o’,+w;,A,+A,+A,),(2w,+o;+wl,A,+A,+A,), 
(2~0, + co; + co:, A, + A, + Aj), (2w, + w’, + 07, A, + A,, + A,), . . . 
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nach Lemma 2(b) alle kofrei. Dariiberhinaus sind nur die Darstellungen 
(01 +w; +a;, A,,~,+C,+A,),(w,+o;,A,+A,,), 
(04 +a;, D,+A,,),(o,+w;,B,+A,,)und(o,+w;,E,+A,,) 
noch kofrei, aber nicht spiegelungsreduziert. 
2. VERIFIKATION DER ANGABEN IN DER TABELLE 
2.1. In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie die Angaben in der Tabelle 
nachgepriift werden konnen. 1st die Gruppe einfach, so konnen die Daten 
in der Tabelle den Listen in [3] und [17] entnommen werden. Im folgen- 
den sei die Gruppe nicht einfach. Die Stabilisatoren lindet man in [4]. 1st 
die Darstellung eine O-Darstellung, so ist sie polar und uberschauber [21]. 
Die Grade der erzeugenden Invarianten lindet man in [7], sie lassen sich 
aber such in fast allen Fallen mit Hilfe von Lemma l(a) und den Tabellen 
in [17] bestimmen. (Aufgrund dieser Berechnungen wurden einige 
Korrekturen gegeniiber den Angaben in [7] gemacht.) 
2.2. Fiir die iibrigen in den Tabellen aufgefiihrten Darstellungen kann 
man mit Hilfe von Lemma l(a) und den Listen in [17] die Koregularitlt 
zeigen und die Invarianten berechnen, auger in den Fallen 
(w, +w;> G2 +C,), (w3 +w;,B, +C,), (w, +w’, +o;, C, +A, +A,) 
und (wl +o’, +o”,,A, +C, +A,). 
Hier kann man in den ersten 3 Fallen eine leicht abgeanderte Form 
von Lemma l(a) beniitzen. Dann sind zwar (4k’, G2), (8k6, Sps) und 
(A2(3k2), SI,) (beachte, da13 k2”@k’@k2//Sp,, zA2(k’@k2) als SI, xSl,- 
Modul fur n 2 3 nicht mehr koregular, aber es gibt jeweils nur eine 
Relation zwischen den Invarianten und man kann in allen drei Fallen 
zeigen, dal3 die Relation, die Im(nV,//G,) c W beschreibt, eine der 
erzeugenden Invarianten der in allen drei Fallen koregularen Darstellung 
(W, Sp4), (W, Spin,) bzw. (W, S1,) ist. Es folgt die Koregularitat von 
(0, +4, G,+C,), (~3 +o’,, B, + C,) und (A2(k3 0 k’), Sl, x S12), und 
damit von (w, + o; + WY, C, + A, + A,) fur n > 3 wegen Lemma l(a), Fur 
n = 2 wendet man dieselbe Methode auf (6k4, Sp4) an, urn zu zeigen dab 
(6k4//Sp4)//Sl, x SI, glatt ist. Die Relationen zwischen den erzeugenden 
Invarianten findet man in [22] fiir die klassischen Gruppen und in [19] 
fiir G2. 
2.3. Urn im Fall (w , + w’, + w’;, A 3 + C 2 + A, ) die Koregularitat zu 
481,123/l-14 
204 PETER LITTEL.~ANN 
zeigen und die Invarianten zu berechnen, kann man wieder Lemma l(a) 
verwenden, aber man muB vorher die Koregulatitat von (2k4 @ k4, 
Sl, x Sp,) zeigen. Dazu wurde die in [ 171, Lemma 3.13 und 3.14 beschriebenc 
Methode verwendet. Die Invarianten kiinnen wie folgt beschrieben werden: 
Betrachte die Abbildung 
wobei ( , ) die symplektische Form auf dem k” bezeichnet, durch die die 
Sp, definiert ist. Aus der klassischen Invariantentheorie we8 man, daf.3 x
der Quotient nach der Sp, ist. Nun zerfallt ~2(~4~~4) als SI,-Model in 
3A2k4@ S2k4. Beachte, da13 SI, auf YI ‘k4 als SOc, auf k6 operiert. Hier hat 
man 7 kanonische SE,-Invarianten, namlich die 6 Auswertungen (i, j), 
1 < i < j < 3, und die Determinante det auf S *k4. Die Invarianten (i, j) 0 71, 
1 < i< j< 3, und det 0 n bilden ein Erzeugendensystem des Invarian- 
tenringes von (2k4@ k4, Sl, x Sp,). Beachte, dal3 2k4 Q k4//S14 + Sp, als 
S1,-Darstellung isomorph zu S4k4@k$ k ist. Somit ist (0, +o’, + w’,‘, 
A, + Cz -t A,) koregular. 
2.4. Urn die Kofreiheit einer Darstellung zu zeigen, benijtigt man eine 
Methode, urn dim Z,( I’) zu berechnen. Das folgende Verfahren beruht auf 
dem Hilbert-Mumford-Kriterium [ 133; man kann es in [ 17) finden. 
Sei Tc G ein maximaler Torus, I’= I’,, @ .’ I 0 I’).,, Ai E X( T), eine 
Zerlegung von Y in Gewichtsr~ume und sei p: k* -+ T eine l-Parameter- 
untergruppe von T. Sei ji E Lie p(k*) c Lie T ein Erzeuger. Dann ist 
2, := @ 
J%,(j) > 0 
V,, = {UE Vl!i_mp(t)-u=O}, 
und somit Z, c Z,(V). 
Aus dem Hilbert-Mumford-Kriterium folgt, daD .Z,( V) = Up G I 2,. 
Beachte, da13 die Anzahl der verschiedenen 2,“s endlich ist. Es folgt: 
LEMMA 4. 
dim Z,( V) = max dim G. Z,. 
P 
Sei P, := Nor, Z,, der Normalisator von Z, in G. Dann ist P, eine 
parabolische Untergruppe von G. Beachte, das P, im allgemeinen nicht die 
zu p assozierte parabolische Untergruppe P(p) von G ist (vergl. [ 13]), 
aber P(p) c P, gilt. Sei U, das unipotente Radikal der gegeniiberliegenden 
parabolischen Untergruppe von P,. Da U, P, dicht in G ist, gilt: 
dim G . Z, = dim U, . Z,. Sei uB := Lie U, und bezeichne Lie G mit 6. ES 
folgt :
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LEMMA 5. 
dim G. Z, = sup dim( 8 . z + Z,) 
z E z, 
= dim Z, + sup dim(Z, + up z/Z,). 
: E Z# 
2.5. Beispiel. Sei ( V, G) = (mk”, 3,) mit m > n. Ein maximaler Torus T 
in Sf, ist die Menge der Diagonalmatrizen. Urn die Dimension des 
Nullkegels mit Lemma 4 und 5 zu berechnen, reicht es, I-Parameterun- 
tergruppen von T zu betrachten. Bezeichne die Gewichte von T auf dem k” 
mit sl, . . . . E, und sei p: k* --t T eine I-Parameteruntergruppe. Aufgrund 
der Operation der Weylgruppe kann man noch weiter annehmen, 
daB d&,(p)> ... B&,(P). Somit ist Z, = @Ji= ,,...,,s V , wobei s := 
max{ i/ d&;(p) > O}. 1st 11, die 1-Parametergruppe definiert durch 
p,(t) :=diag(t, . . . . t, ten+‘), 
so folgt aufgrund dieser Uberlegungen, da13 Z, c Z,, und damit 
G . Z, c G Z,, . Weiter ist kodim Z,, = m und die Lie Algebra up, besteht 
aus den Matrizen (u,,,), Gi,,-<n mit u,,, =0 fur 1 <i<n- 1 und fur i=j=n. 
Man sieht leicht, da13 es ein z E Z,, gibt mit 
dim(Z,, + u,, .z/Z,,)=dimu,, =n-1. 
Somit folgt aus Lemma 4 und 5: kodim ,, Z,,“( V) = m -n + 1. 
2.6. Aus Lemma 4 und 5 erhalt man leicht die folgende Abschatzung 
[18-j: 
LEMMA 6. Sei (V, G) eine selbstduale Darstellung. Dann ist 
dimZ,(V)<t(dim V-dim V,+dimG-rkG), 
wobei VO den Eigenraum von T zum Nullgewicht bezeichnet. 
Fiir (V,G)=(w,+o’,, G,+C,) oder (o,+w;, B,+C,) kann mit 
Lemma 6 leicht gezeigt werden, darj die Darstellung kofrei ist. Bei fast allen 
anderen Darstellungen in der Tabelle, die nicht Q-Darstellungen sind, kann 
man die Kofreiheit mit Lemma l(b) und den Listen in [ 183 zeigen. Der 
direkte Nachweis in den iibrigen Fallen mit Hilfe der oben beschriebenen 
Methode ist sehr aufwendig, da die Gruppe nicht mehr einfach ist. Mit 
Hilfe des Scheibensatzes von Luna [12, 161 kann man jedoch die Unter- 
suchung von ( V, G) auf die von (n V, , G, ) reduzieren (siehe Lemma 1 ), 
selbst wenn (n V,, G,) nicht mehr kofrei ist. Zunachst einige Notationen. 
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Sei ( V, G) die Darstellung einer reduktiven Gruppe und t’ E V so, dab der 
Orbit G. u abgeschlossen ist. Der Stabilisator H in G von u ist reduktiv. Sei 
V= Lie G .I) @ U eine H-stabile Zerlegung. Die Darstellung (U, H) von H 
auf U bezeichnen wir als Scheibendarstellung von (V, G). Als das 
H-Stratum von V//G bezeichnen wir die Menge der Punkte z von V//G, so 
dai.3 der Stabilisator von G in einem Punkt des abgeschlossenen Orbits 
in II -l(z) konjugiert ist zu H. Die so induzierte Stratifikation von V//G 
nennen wir die Luna-Stratifikation. 
2.7. Wir kehren jetzt wieder zuriick zu den Notationen von Lemma 1. 
LEMMA 7. Sei(V,G)=(V,@V2,G,xG,),dimV,=n,und(nV,,G,) 
sei koreguliir. Weiter sei W := nV,//G, und ( W, G,) sei kofrei. Bezeichne mit 
{t”i3 Ht)}iel ein Repriisentantensystem der Scheibendarstellungen von 
(nV,, G,). Sei Zi das Hi-Stratum von W. Dann ist (V, G) genau dann kojiiei, 
wenn 
kodim,,(~jnZZ,,(W))+kodimD,ZH,(O,)>dim V//G, 
wobei Ui = U jF @ oi eine H-stabile Zerlegung ist. 
Beweis. Sei n r : n V, -+ W die Quotientenabbildung nach G i. 1st Xi das 
H,-Stratum in W, so ist (nach [I 121) 
Da 71, aquidimensional ist iiber einem Stratum, folgt daB 
kodim,(C, nZz,,(W))+kodimo,Z,,(ui) (1) 
die Kodimension von 7~ ;‘(C, n ZGZ( W)) ist. Da I endlich ist, folgt dall) das 
Minimum der in (1) auftretenden Werte gleich kodim y Z,( V) ist, womit 
die Behauptung folgt. 
Mit Hilfe dieses Lemmas EiDt sich die Kofreiheit der iibrigen 
Darstellungen zeigen. Urn genau zu sein, bei den in 2.2 behandelten Fallen 
muss man wieder eine feichte Verallgemeinerung des obigen Lemmas 
bentitzen (ahnlich wie Lemma l(a) in 2.2 umformuliert wurde). 
2.8. Urn zu untersuchen, ob eine kofreie Darstellung, die nicht eine 
6%Darstellung ist, polar ist, wurden folgende Methoden verwendet. Sei S 
ein Untertorus eines maximalen Torus T von G. Der Zentralisator L von S 
in G ist eine Leviuntergruppe von G. Dann operiert L auf Y’, dem 
Fixpunktraum von S auf V. Bezeichne die Lie Algebra von L mit B. 
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LEMMA 8. (a) Zst (V, G) polar, so ist such ( Vs, L) polar. 
(b) Sind die generischen Orbiten von (V, G) abgeschlossen und ist S 
ein maximaler Torus in einem generischen Stabilisator H von G auf V, so ist 
(V, G) genau dann polar, wenn ( Vs, 1;) polar ist. 
Beweis. (a) Im folgenden wird wieder k = C angenommen. Sei K eine 
maximal kompakte Untergruppe von G, so daf3 Kn L eine maximal kom- 
pakte Untergruppe von L ist, und ( , ) sei ein ~-invariantes hermitsches 
Produkt auf V. Aus der durch S induzierten Graduierung von 8 := Lie G 
und V folgt, da13 8 . v n Vs = f! + v fiir ein v E Vs. Somit zerfallt der G-Orbit 
G I v geschnitten mit Vs nur in endlich viele L-Orbiten [Zl 1. Weiter, steht 
2 I v senkrecht zu u, so steht such cti +v senkrecht zu v fiir vE Vs. Somit ist 
fur ein solches o der G-Orbit genau dann abgeschlossen, wenn es der 
L-Orbit durch v ist. Die Inklusionen L c G und Vsc V induzieren 
eine Abbildung 4: Vs//L -+ V//G. Sei v E Vs so, dal3 der L-Orbit L . v 
abgeschlossen ist und X(U) E V”//L im generischen Stratum von I/‘//L liegt. 
Da VG” c l’“, ist 4( Vs//L) der Abschluss des G,-Stratums vom V//G [ 16, 
Lemma 5.51. Da ?I endliche Fasern hat, ist dim Vs//L gleich der Dimension 
des Go-Stratums von V//G. Aus dem Beweis von Theorem 2.4 in [2 3 folgt, 
daD dies die Dimension ist von 
Da nach Lemma 2.1 in [2] c, in Vs enthalten ist und 
wegen der Graduierung von V sicher c, enthalt, folgt aus Dimensionsgriin- 
den, da13 c: = c, ist und somit ist ( Vs, L) polar. Urn die Behauptung (b) 
des Lemmas zu zeigen, beachte man, daB such die generischen Orbiten von 
L auf ( Vs, L) abgeschlossen sind, und daB dim V’//L = dim V//G ist. 1st 
also c’ ein Cartanunterraum von Vs so hat man die Zerlegung Vs= 
f? . c’ @ ct. Aufgrund der Graduierung von V und 8 durch S folgt aus 
Dimensionsgriinden die Zerlegung V= 8 . c’ @ c’, und somit ist c’ such ein 
Cartanunterraum fur (V, G). 
B&spiel. Sei (V, G)= (co, 4-w; +a$, C, +A, +A,). Urn zu zeigen, 
da13 diese Darstellung nicht polar ist, reicht es nach dem obigen Lemma zu 
zeigen, da13 (w, + o; +o;, C, + A, + A,) nicht polar ist. Beachte, dal3 
diese Darstellung einen 3-dimensionalen Quotienten hat. Da diese 
Darstellung von der Form (k3 @ W, S13 x H) ist mit dim W= 8, kann die 
Darsteliung aufgrund von Lemma 3 nicht polar sein. 
Beispiei. Eine andere Methode, urn zu zeigen, da8 eine Darstellung 
nicht polar ist, sol1 an dem folgenden Beispiel skizziert werden. Sei 
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(I’, G) = (0, + o’, , G, + C,). Auf V operiert ebenfalls die Gruppe 
SO, x Sp, mit der kanonischen Inklusion der Gruppen G, c SO,. Die 
zweite Gruppe werde mit G’ bezeichnet. Die Darstellung (P’, G’) ist eine 
O-Darstellung. Es ist leicht, einen Cartanunterraum c’ fur diese Darstelling 
zu bestimmen, der aus minimalen Vektoren bezuglich eines hermitschen 
Skalarproduktes besteht, das invariant unter einer maximal kompakten 
Untergruppe K von G’ ist. Weiter kann man die Inklusion G1 c SO, so 
wahlen, da13 K n G, x Sp, eine maximal kompakte Untergruppe von 
G, x Sp, ist. Dann besteht c’ such aus minimalen Vektoren beziiglich der 
Operation von G auf I’. Ware (I’, G) polar mit Cartanunterraum c, so 
hatte man fiir ein generisches u E c die Zerlegung 
da der generische Stabilisator von G auf I’ trivial ist. Nun la& sich zeigen, 
dal3 man c’c c wahlen kann. Eine leichte Rechnung zeigt aber, da13 
dim 6 . c’ zu grol3 ist, urn eine Zerlegung wie oben zu erhalten. 
2.9. 1st dim V//G < 1, so ist (V, G) eine polare Darstellung. Sei nun 
dim V//G b 2. Dal3 die mit “polar” gekennzeichneten Darstellungen polar 
sind, wird in [2] behauptet. Dies wurde mit Lemma 8 iiberpriift. In allen 
Fallen ist der generische Stabilisator nicht endlich [4] und der generische 
Orbit ist abgeschlossen. Im Fall (0, + w’,, G, +A,) ist ( Vs, L)E 
(k3@k2@k2, Sl, x (k*)*), wobei der Torus (k*)‘= diag(s, t) auf dem k3 
mit der Multiplikation mit t operiert, auf der ersten Kopie vom k* mit der 
Multiplikation mit s operiert und auf der zweiten Kopie vom k* mit der 
Multiplikation mit (st) -’ operiert. Dies ist aber eine O-Darstellung und 
somit polar. Auch in allen anderen Fallen stellt sich heraus, dal3 ( Vs, L) 
eine O-Darstellung ist. 
Aus der Klassifikation in [7] (Korrektur in [2]) folgt, da13 wenn die 
Darstellung einen Quotienten der Dimension grosser als 2 hat, nur die 
O-Darstellungen und die mit polar gekennzeichneten Darstellungen 
iiberschaubar sind. Dies wurde wie folgt iiberpriift: Aus Bemerkung 1.3 
folgt, dab die Darstellung spiegelungsreduziert sein mu& Da die 
Darstellung aquidimensional ist, mu0 es eine der Darstellungen in der 
Tabelle sein. Mit Lemma 3.3 in [7] zeigt man leicht, dal3 bis auf 
(w, + w;, G2 + C,) alle nicht polaren Darstellungen such nicht 
iiberschaubar sind. Nun benutzt man die in [S] entwickelten Methoden, 
urn zu zeigen, da13 (w , + w’, G2 + C,) nicht iiberschaubar ist. Urn zu 
zeigen, da13 die polaren Darstellungen, die keine O-Darstellungen sind, 
iiberschaubar sind, wurde die in [S] entwickelte Methode verwendet. 
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3. ERL~UTERUNG DER KLASSIFICATION 
3.1. In diesem Paragraphen wird ein Verfahren angegeben, mit dem 
man zeigen kann, dal3 alle spiegelungsreduzierten, irreduziblen, nicht 
trivialen, lokal treuen Darstellungen halbeinfacher Gruppen, die nicht in 
der Tabelle aufgeftihrt sind, weder koregular noch kofrei sind. Dazu wird 
zunlchst eine Ungleichung zwischen dim V und dim G hergeleitet, die 
erfiillt sein mug, wenn (V, G) koregular oder aquidimensional ist. 
SATZ 1 [lo]. Zst ( V, G) koreguliir und 6( V)’ = k[f, , . . . f,], wobei 
fl, ..,, f, homogen und algebra&h unabhtingig sind, so gilt: 
dim V> i degfj. (2) 
,=I 
Da V irreduzibel ist, gibt es hochstens eine Invariante vom Grad 2. 
Damit folgt aus (2) fur koregulares (I’, G): 
dimV> i degf,a2+3(dimV//G-1)>2+3(dimV-dimG-l), 
i=l 
da die generische Faser der Quotientenabbildung eine dichte Faser enthalt 
c121. 
Sei Z(G) das Zentrum von G und p: G + Gf( W) eine beliebige 
Darstellung. 1st Z’ c p(Z(G)) isomorph zu Z/mZ und operiert skalar auf 
W, so gilt: 
m 1 deg f fur alle homogenen f E O( W) ‘. (3) 
Zusammengefaljt erhllt man, mit dem Lemma von Schur, fur irreduzible 
Darstellungen aus (2) und (3): 
LEMMA 9. Sei (V, G) koreguliir. 
(a) dim GB idim V- f. 
(b) Ist Z’ c p(Z(G)) isomorph zu Z/m& so gilt 
dimG>(l-mm’)dim I’. 
LEMMA 10. Sei (V, G) iiquidimensional. 
(a) dimG>$(dim V-dim V,,)+l>idim V+l. 
(b) Zst (V, G)=(W, @ W,, G, x G,) und ,u: k*+G, eine 
l-Parameteruntergrupp,e, so gilt mit Z, c W, : 
dimG>dimZ;dim Wz+l. 
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ist insbesondere ( W, , G,) = (k”, S6,), so gilt: 
dimG>(l-n--“)dim P’+1. 
Beweis. Es folgt (a) aus Lemma 4 und 5, wenn man folgendes 
beriicksichtigt: 
ZunPchst ist dim G 2 dim Z,( Y), da die generische Faser einen dichten 
Orbit enthllt. Weiter ist 
sup dim(Z, tu, .z/Z,)>, 1, 
: E z, 
da sonst 2, stabil unter P, und U, w&e und somit unter G. Da G halb- 
einfach ist und V irreduzibei, kann dies nicht sein. Zudem gilt 
sup dim(Z,) 2 $ (dim V - dim VO) und dim V0 < $dim V. 
P 
Urn die letzte Behauptung einzusehen betrachte eine Basis a,, . . . CI, des 
Wurzelsystemes von G. Da V nicht trivial ist und Y G = 0, folgt 
dim V,<dim @O ( i ,,.V~)=dim(~~-.-Y,), 
wobei 6, den Eigenraum des maximalen Torus in 8 := Lie G zum Gewicht 
a bezeichne. Damit folgt die Behauptung. (Vergleiche such f14].) 
Die Ungleichungen in (b) folgen ebenso aus Lemma 4 und 5, wobei man 
fiir die zweite Ungleichung p wie in Beispiel 2.5 w8hlt. 
3.2. Sei nun G=G, x ... x G, und V== V, @ ... @VT, wobei G, eine 
einfache zusammenhgngende Gruppe ist und Vi ein irreduzibler nicht 
trivialer Gi-Modul ist. Die Dimension von G, sei gi und die von Vi sei d,. 
Im folgenden wird immer angenommen, da13 d, 3 I + . 2 d, ist. 
Das folgende Lemma wird (Ihnlich wie in [IS]) benutzt, urn von den 
Ungleichungen zwischen dim G und dim V auf Ungleichungen zwischen 
dim Gt und dim V, zu schlieoen. 
LEMMA 11. Seien a,, a2, c, dE88, O<a, <a2, rn~N md 
1st a2 <da;“--‘- a, -c, dan~g~ltf~~ a&e (b,,..., bm)E[al,aJm: 
f(a it .-., a )S=f(b,, . ... b,). 
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Beweis. Die Funktion f ist quadratisch mit positiven Leitkoelhzienten 
in jeder Variablen und nimmt daher ihr Maximum an einem Randpunkt 
des Intervalls an. 1st P ein Randpunkt, so kann wegen der Symmetrie 
angenommen werden, da0 p, = ... =~,=a, und P,+~ = ... =~,,,=a~. 
Fur A, := f(a,, . . . a,)- f(p,, . . . . p,) folgt: 
~++q -a2-c)+da;(i;a~~~~)~~~’ 
2 1 
=(m-r)(-a, -a,-c)+da;(a;“-‘-I+ ... +u;-~-‘) 
2 (m - r)(da;” -’ -a, -a2 -c)>O. 
3.3. Grob gesagt entspricht der erste Term in der Funktion f der 
Summe der Dimensionen der G, und der zweite Term dem Produkt der 
Dimensionen der Vi. Urn das Lemma zu bentitzen, braucht man fur i > 2 
eine Abschatzung von gi durch d,. Naturlich gilt g, < df - 1, aber wenn 
(V,, GJ 2 (o,, A,) ist, dann gilt sogar 
g;<idl(di+l), 
wie eine Fall-fur-Fall Betrachtung leicht ergibt [ 15, $21. 
(4) 
HAUPTLEMMA 1. Sei ( V, G) iiquidimensional. 
(a) Sei sk4. Dunn ist g, 24d, - 8. 
(b) Sei s= 3. 
Zst d, 23 und (V,,G,) @ (co,,A,)fir i=2, 3, so ist g, >3d, -11 
oder d, = 3. 
Ist d,>3 und (V,,G,)r(o,,A,) fiir i=2 oder 3, so ist g,> 
6d, - 15. 
Ist d, = 2 und (V,, G,) & (w,, A,,), so ist g, > 3d, - 8 oder d, = 3. 
Zstd,=2,d,~9,d233und(Vi,Gi)r(w,,A,)soistg,~4d,-10. 
Ist d, = d, = 2 so ist g, 3 2d, - 5. 
Beweis. Es wird nur der Beweis von (a) gegeben. Der Beweis von (b) 
verltiuft analog. Sei also ~24. Wir nehmen zunachst an, da13 es ein i> 2 
gibt mit (V,, G,) g (w,, A,). Dann folgt aus Lemma 10(b): 
g,+c (df-l)>dimG~~dimV+l>td,...d,+l, 
r=2 
und somit 
i dj-;d, fi d, 
i=2 1=2 
bs-4(s-l)+;d,2’L. 
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Fur die letzte Ungleichung benutze Lemma 11 mit a, = 2, a2 = d,, c = 0 
und d = d, /2. Es folgt 
g, >2”+‘d, -3s+4>4d, -8 fur ~24. 
Wenn fur alle i3 2 gilt (I/,, G,) & (o,, A,), so folgt aus Lemma 10(a) 
und (4): 
g,+i i dj(d,+l)>dimG>fdimV+lgfd, . ..d. + 1 
r=2 
und damit 
,,>I-; i d,(d,+l)-id, fi di 
! r=2 r=2 > 
>l-;(12(s-1)+2d,3”-‘). 
Fur die letzte Ungleichung wurde wieder Lemma 11 benutzt, hier mit 
a, =3, a, =d,, c= 1 und d=2d,/3. Es folgt 
g123 ‘-‘d, -6s+729d, -17>4d, -8 fur ~24. 
3.4. Der Beweis des folgenden Haptlemmas verlauft analog zum obigen, 
nur statt Lemma 10 verwende man Lemma 9. 
HAUPTLEMMA 2. Sei (V, G) koreguliir. 
(a) Sei s > 4. Dann ist g, > 6d, - 9 i. 
(b) Sei s=3. 
Zst d, b 3 und (Vi, G;) & (w , , A,,) fiir i= 2, 3, so ist g, b 6d, - 12i. 
1st d,33 und (V,,Gi)%(w,, A,,) fiir i=2 oder 3, so ist g, 2 
6d, - 16. 
Zst d, =2 und (V2, G,) 2 (w,, A,), so ist g, >4td, -94. 
Zst dj = 2, d2 > 4 und (V,, G2) E (w,, A,,) so ist g, > 6d, - 18. 
Ist d, = 2, d2 = 3 und ( V2, G2) g (o,, AZ) so ist g, 2 5d, - 11. 
Ist d, =2, d, =2, so ist g, 23d, -6;. 
3.5. Im folgenden bezeichnen wir die Darstellung (V,, G,) als klassisch, 
wenn (I’,, G,) z (k”, SE,), (k”, SO,), n > 7 oder (k2m, Spzn), m > 2. 
KOROLLAR 1. 1st ( V, G) koreguliir oder iiquidimensional u d ist (V, , G 1) 
nicht klassisch, so ist s< 3 undfalls = 3 so ist d, < g, oder G, = SI,. 
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Beweis. Das Korollar folgt unmittelbar aus Hauptlemma 1 und 2, 
indem man in die Ungleichungen fur ~34 die Dimension der kleinsten 
nicht klassischen Darstellung einsetzt. Die Aussage fur s = 3 erhalt man, 
indem man d, = g, in die Ungleichungen einsetzt. 
Zur Erinnerung werden alle irreduziblen Darstellungen (L’, G) einfacher 
Gruppen aufgelistet, fur die dd g + 2 gilt. (Vergleiche [15].) 
LEMMA 12. Ist (V, G) = (CO, G) eine irreduzihle Darstellung mit dim V< 
dim G + 2 so gilt his auf iiusseren Automorphismus: 
fiirG=SI,:w,,20,,30,,4w,; ,fiir G=G,:w,,o,; 
Sl,:w,, 20),, 3w,, co, +o,; F,: 0,,04; 
S~,,n=6,7,8:o,,o,,w3,2u,,o,+o,-,; E,: 01, ~2; 
S1,,n=40dern39:o,,w2,20,,o, +o,; E,: ul,o,; 
Sp,: Olr w2,03,2~,; E,: wl. 
SP2n3 n=20dernb4:w,,02,20,; 
Spin2m+1,m=3,4,5,6:w,,02,W,; 
Spin2,, m=5,6,7:u,,u2,u,m,; 
Spin,, m=80derma15:o,,02; 
3.6. Der Rest der Klassilikation wird in 3 Schritte unterteilt. Im ersten 
Schritt wird der Fall (V,, G,) ist nicht klassisch und s = 3 behandelt. Im 
zweiten Schritt wird der Fall (V,, G,) ist nicht klassisch und s = 2 unter- 
sucht. Der dritte Schritt behandelt den Fall (V,, G,) ist klassisch. 
Der 1. Schritt: 
SATZ 2. Ist (V,, G,) nicht klassisch und s = 3, so ist (V, G) nur 
koreguliir oder iiquidimensional, wenn (V, G) iiquivalent zu einer der folgen- 
den Darstellungen ist :
(20,+o;+o;,A,+A,+A,),(o,+w;+wp,C2+Al+A,), 
(02+0;+~;,A4+A,+A,),(03+0;+0;,B~+A,+A,), 
Beispiel. Sei (V, G) koregullr, s = 3 und G, = Eg, Da d, = 27 oder 
d, = 78, folgt aus Hauptlemma 2, da13 der einzige miigliche Kandidat 
(V, G)g((o, +o; +o;, E6 +A, +A,) ist. Wegen p(Z(G))rZ/3ZxZ/2h 
gilt 6 I deg f fur all homogenen f E 0( V)‘. Damit folgt aus (2): 
dim V = 108 2 6(dim V - dim G) = 6.24 = 144. 
Widerspruch. 
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Beispiel. Sei (V, G) aquidimensional, s = 3 und G, = E,. Aus Haupt- 
lemma 1 folgen als mogliche Kandidaten 
(v,G)~((w,+o;+w;‘,E,+A,+A,),(o,+w’+w;,E,+X,+A,), 
(WI +o’+w”, E, +X, +X,), 
wobei (w, X,) & (w,, A,). Sei Tc E, ein maximaler Torus, ~1~) .. . . ~1~ eine 
Basis des Wurzelsystems, und sei p: k* + T die 1 -Parameteruntergruppe 
definiert durch 
a ,Mt)) = t46, x*(/L(t)) = .‘. = Cl&p(t)) = t4 
fur alle t E k*. Fur 2, c k27 gilt dim Z, = 17 und aus Lemma 10(b) folgt: 
78+d~+d,>dimG~17d,d,+1~34d2+1. 
Damit folgt d, 6 2. In diesem Fall wahle 
$:k*-+E,xS12xS12, t+p(t)xdiag(t7, tm7)xdiag(t2, t-*). 
Man erhllt fiir Z,, c V: 
dim 2,. = 54, sup dim(Z,, + up. z/Z,,) k 35. 
IE z,, 
Damit folgt aus Lemma 4 und 5: 
dim Z,( V) > 89 > 84 = dim G. 
Widerspruch. 
Mit den gleichen Methoden kann man such die iibrigen Gruppen 
behandeln, und beweist so Satz 2. 
3.7. 2. Schritt. Im folgenden s = 2 und (I’,, G,) nicht klassisch. 
LEMMA 13. Sei (V,G)r(w+o’,, X+A,_,), n<+d,. 
(a) Sei (V, G) koreguliir. Zst n = 2, so gilt g, 2 $d, - i. Ist n 3 3, so 
giltg,g(n-l)d,-n’+l. 
(b) Sei (V, G) iiquidimensional. Dunn ist g, 2 (n - 1) d, -n* + 2. 
(c) Zst (V, G) Bquidimensional oder koreguliir, so ist n < 6. 
Beweis. (a) und (b) folgen unmittelbar aus Lemma9(b) und 10(b) 
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auher fiir n = 2 in (a). Hier wird benutzt, daR alie homogenen Invarianten 
geraden Grad haben und daher gilt wegen (2): 
dim V=2d, >2+4(dim V-dimG- 1)=2+4(2d, -g, -4) 
woraus die Ungleichung fiir n = 2 folgt. 
Zu (c). 1st n 2 7, so ist d, >, 14. Wegen der Monotonie in n der 
rechten Seite der Ungleichungen in (a) und (b) folgt fur n 2 7: g, >, 
6d, - 48. Diese Ungleichung wird fiir d, > 14 nur von den kiassischen 
Darstellungen erfiillt. 
LEMMA 14. Sei (V,G)r(o$o’, X, i-X,), (@‘,X2) & (o,,A,). Wenn 
(V, G) ~qu~di~ensi~n~l ist oder koregu~~r, so ist entwed~r g, > d, oder 
(V,G)~~2~~+2u~,A~+A,). 
Beweis. Sei g, <d,. 1st (V, G) koregullr, so folgt aus Lemma 9(a): 
gZ>,fd,dZ-g,-f>ddi(+dz-l)-+d,(jd,-1)-f. 
Da g, -5: jd,(d, + 1) folgt dz < 9. Ahnlich wie in Schritt 1 untersucht man 
nun alle FPlle mit d2 ~9. Man beachte dabei, da13 fur d2 6 4 gilt g, > 
dim SO,, also (V,, G,) E ( w,, C,). Fur d, = 3 folgt aus Lemma 9(a) sofort: 
gl+3~~d,-3-j~d,>,g,~2d,--~~d,~3. 
1st (V, G) ~quidimensiona1, so folgt aus Lemma 10(a): 
gZ~~d,dz-gl+13fd,(dz-3)f13jd~-dz+i. (5) 
1st Gz eine Ausnahmegruppe, so folgt da13 ( V,, G2) E (w 1, G2) sein mu& 
Da dim(k7)” = 1 ist, folgt aus Lemma 10(a): 
Widerspruch. 
1st G, vom Typ A,,,, B,, C,, D,, aber o & o,, so kann man mit (5) 
zeigen, da8 als miigliche Kandidaten fur ( V2, G,) nur die Darstellungen 
(0~ A,), n=3,4; (20,,AA, (mo,,A,), m=2,3; (GW und (o,,C,) 
tibrig bleiben. Jndem man Lemma 10 benutzt, kann man wie im Fall 
(o 1, G,) die Darstellungen bis auf (20, + 2w’, ,A, + A 1) ausschliegen. Sei 
nun (V,, G,) r (cu,, Cm). Sei p== k* -+ Spzm: t + diag(t, . . . . t, t - *, . . . t-l). 
Da G halbeinfach ist, folgt wieder aus Lemma 4 und 5: 
g,+td,(d,+l)~~d,d,+$d,(d,+2) 
* g, > idz(d, - id, - f, a ;d2($d, + $1, 
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da man d, > d, setzen kann. Da d, 2 g, ist, folgt d, = 4 oder 6. Einsetzen 
in (6) ergibt fiir 
d,=6:g, +2123d, +6+1533d, -g, 32g, *G, =SI,undd, ~6; 
d,=4:g, +1022d, +3=732d, -g, >g, +G, =Sl,undd, ~5. 
1st d, = d, = 4, so vertausche man G, und G, und die Behauptung des 
Lemmas ist erfiillt. In den restlichen Fallen kann man zeigen, daB (V, G) 
nicht aquidimensional ist. 
Der Beweis fur (V2,G2)g(~,, B,, D,) verlauft analog und wird 
weggelassen. 
3.8. Aus Lemma 13 und 14 folgt nun, darj wenn (V, G) koregullr oder 
aquidimensional ist, so ist g, + 2 d d,. Diese Darstellungen sind alle in 
Lemma 12 aufgelistet. Urn die Klassifikation zu erhalten, mu13 man nun 
alle diese Fllle einzeln untersuchen. Urn zu zeigen, da13 eine Darstellung 
nicht koregullr oder Cquidimensional ist, beniitze man Lemma 4 bis 10. In 
dem folgenden Beispiel wird gezeigt, wie man die oben beschriebenen 
Methoden auf diese Fllle anwendet. 
Beispiel. Sei (V, G) g (V, Ok”, E, x SI,), n 6 id,, koregular. Aus 
Lemma 13 folgt n = 2, 3 und fiir V1 ist die einzige Miiglichkeit V, r k56. Es 
bleibt zu zeigen, da13 (w, + o’,, E, + A,) nicht koregular ist. Da Z(G) E 
H/2H x y3Z treu auf V operiert, folgt 6 (deg f fiir alle homogenen 
f E 0( P’)‘. Die Invarianten vom, Grad 6 konnen wegen der Sl,-Operation 
als E,-Invarianten auf A3kj6 % (05) @ (0,) vom Grad 2 aufgefagt werden. 
Da weder (05) noch (0,) eine Invariante vom Grad 2 besitzen [20], haben 
alle E, x S13 Invarianten von V mindestens den Grad 12. Da dim V= 
168 < 12(dim V- dim G) = 324 ist, folgt, dal3 die Summe der Grade eines 
homogenen Erzeugendensystems von 8(V)” echt grosser ist als dim V. 
Damit folgt aus (2), da13 (0, + u’, , E, + A*) nicht koregular ist. 
3.9. 3. Schritt. Sei nun (V,, G,)= (oi, A,,,, B,, C,, D,). Bezeichne 
G2 x ... x G, mit H, V2 @ . . . @ V, mit W und d, . d,y mit d. 
1. Fall: (V,,G,)g(m,,A,) und dl>d. In diesem Fall ist 
dim V//G < 1 und (V, G) ist somit koregullr und aquidimensional. 
2. Fall: (V,, G1)g(wl, A,) und d, cd. In diesem Fall ist kann man 
sogar voraussetzen, dal3 d, ,< id ist, da (V, G) spiegelungsreduziert ist. 
LEMMA 15. Ist ( V, G) koreguliir oder iiquidimensional und ( V,, G,) z 
(o,,A,) mit d>2d,, so ist (V, G) iiquivalent zu einer der folgenden 
Darstellungen: 
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(o,+o;+o;‘+o;“,A,+A,+A,+A,);(o,+o;+o;,A,+AZ+A2); 
(~1 +o; +o;‘,A,+A,+A,),n=2,3,4; 
(w,+o;+w;+o;“,A,+C,+A,); 
(~,+~,+w;,A,+A,+A,). 
Beweis. Sei (V, G) zunachst koregular. Aus Lemma 9(b) folgt: 
cd;-I)+ i (df-l)~(d:-l)+dimH~(d,-l)d (7) 
,=2 
s 
* c df-$(d, -2)d>s+;d,d-d;3s. (8) 
r=2 
Daraus folgt fur s 2 6, d, > 3 mit Lemma 11: 
4(s- 1)-f(d, -2)2”+‘zs, 
aber dies ist ein Widerspruch. Da (7) fur d, = 2, s > 5 nicht erfiillt ist, folgt 
damit s < 5. Nun kann man s = 3, 4, 5 der Reihe nach durchgehen und 
erhalt jeweils aus (7) Schranken fur d,. Man kann aber such zum Beispiel 
voraussetzen, da13 d, > 4, und so folgt fur s 3 4 aus (8) mit Lemma 11: 
16(s-l)-+(A, -2)&s, 
lhnlich wie oben. Dies ist aber ein Widerspruch und somit folgt d, 6 3 fur 
s = 4 und 5. 1st d, 2 6 und d, 2 4, so erhalt man sogar mit der gleichen 
Methode einen Widerspruch fiir s> 3. Setzt man diese Kenntnisse 
wiederum in (7) ein, so erhalt man bessere Abschatzungen fiir d,. Aus der 
so erhaltenen Liste von Darstellungen kann mit Hilfe von (2), (3), (7), 
Lemma l(a) und 9(a) zeigen, da13 alle nicht im Lemma aufgefiihrten 
Darstellungen nicht koreguliir sind. 
Sei (l’, G) aquidimensional. Aus Lemma 10(b) folgt: 
(d;-1)+ i (df-l)adimGa(d, -l)d+(d, -1) (9) 
i=2 
=a ‘jj df-;(d, -2)dZd, +s+(;d,d-d+s, 
r=2 
Dies ist aber ein Widerspruch fur d, > 3, s > 5. Da (9) fur d, = 2, s > 5, 
nicht erfiillt ist, folgt damit dal3 s 6 5. Fur s = 3, 4, 5 erhllt man aus (9) 
Einschrankungen fiir d,. Ahnlich wie im koregularen Fall kann man aus 
(9) mit Lemma 11 weitere Einschrankungen herleiten. Setzt man zum 
Beispiel voraus, da13 d, >, 3 ist, so kann man aus (10) mit Hilfe von 
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Lemma 11 herleiten, da13 sd 4 ist und d, d 8 fur s = 3. Mit Hilfe von (9) 
Lemma l(b), 4 und 5 kann man dann zeigen, da13 aus der durch die 
Einschrankungen erhaltenen Liste von Darstellungen nur die im Lemma 
aufgefiihrten Darstellungen aquidimensional sind. 
3.10. Fall: (V,, G,)g (o,, C,) und d, >d- 1. 1st (V, G) koregular 
oder aquidimensional, so ist (/i2 W, H) koregular oder Lquidimensional. 
Dies folgt aus Lemma 1 und klassischer Invariantentheorie [22]. 
1st (A2 W, H) koregullr, so folgt aus (2): 
dim/i*W> i degf,>1+2(dimn’W-dimH-l), (11) 
,=I 
wobei f,, . . . f, ein homogenes Erzeugendensystem von 0(/i’ W)” ist. Der 
Beweis von (11) ist wie der fur Lemma 9(a). Beachte dabei, da13 
dim(/l* W)” < 1 ist. Aus (11) folgt: 
(s- l)(di- l)>dim H>$(td(d- l))-+ 
3+,2”~*(d,2”~*-1)-+ 
=a(s-l)(d;-1)322”-7d;+(d;2*x~7-d;-4-~) 
(12) 
>22”-‘d2 
, 23 falls s > 3. 
Aus der letzten Ungleichung folgt s d 4. Da (12) fur s = 4 nicht erfi.illt is , 
folgt s < 3. Setzt man s = 3, d, 3 3 in (12) ein, so ist die Ungleichung wieder 
nicht erfiillt. 
Setzt man s=3, d,=2 und (V,,G,)& (airA,), so ist dimH6 
3 + fd,(d, + 1). Einsetzen in (12) fiihrt wieder zum Widerspruch. 
Damit bleibt fur s=3 nur (W,H)z((o, +w’,, A,-, +A,). Da 
folgt mit (3) deg f 3 n/2 fur alle homogenen f aus 0( ,4’ W) H. Aus (2) folgt 
somit: 
dimn”W=n(2n-l)>i(n(2n-l)-n2-2)*n<5. 
1st n = 5, so gilt sogar 5 1 deg f fur alle homogenen Invarianten und daher 
dim n * W = 45 $5(45 - 27) = 90, also ein Widerspruch. 
Es bleibt noch der Fall n = 4 auszuschliessen. Da alle Invarianten einen 
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geraden Grad haben, und genau eine den Grad 2 hat, folgt fur ein 
homogenes Erzeugendensystem fl, . . . f, des Invariantensystemes furn = 4: 
2 degf,>2+4(dimn’W-dimH-1)=66>35=dimn’W, 
,=I 
im Widerspruch zu (2). 
1st s = 2, so folgt aus (11) g, >/ id,(d, - 1) - i. Die Liste von 
Darstellungen, die man anhand dieser Ungleichung erhllt, kann man mit 
Hilfe der Tabellen in [ 173 auf die Korcgularitat von A2 W untersuchen. 
3.11. Sei nun (/i’W, H) aquidimensional. Da die Argumentation im 
folgenden sehr ahnlich der obigen ist, werden einige Details weggelassen. 
Falls fiir alle i 2 2 mit di 2 3 gilt (Vi, Gi) g (w , , A,), dann folgt wie im 
Beweis von Lemma 10 (beachte, daB dim(n2W)H< 1) zusammen mit (4): 
(s-l)~d,(d,+l)~dimH>fdim~“W=~d(d-1) 
>a(2 2s ad; - 2” - ‘d,), 
Gibt es ein i > 2 mit di > 3 und (I’;, Gi) E (w,, A,), so ist dim(n’W), = 0, 
und es folgt wie im Beweis von Lemma 10: 
(s-l)(di-1)3dimH>td(d-1)>2 / 2s-6d;-2s-4d2. 
Eine Analyse der beiden Ungleichungen ghnlich der von (11) und (12) 
zeigt, dal3 entweder s= 2 oder s = 3, d, <4, d, = 2 und Gz = SI( V2). Mit 
Hilfe von Lemma 5 kann man zeigen, dal3 (/1*(k4@ k2), S14 x SI,) nicht 
aquidimensional ist. 
3.12. 4. Fall: (V,, G,)r(~,,c,,,), d, <d-l, und s>3. 
LEMMA 16. Nur die Darstellungen 
(co1 +w; +o’;, C, +A, +A,) und (0, +o’, +a;, C, +A, +A,) 
sind koreguliir oder iiquidimensional. 
Beweis. Sei (V, G) zunachst aquidimensional. WHhle p: k* + Sp2,,, wie 
im Beweis von Lemma 13. Weiter gelte fur alle i > 2 mit di >, 3, daB 
(V,, Gi) zi (w,, A,). Aus Lemma 5 und (4) folgt: 
+d,(d, + 1) + (s - 1) fd,(d, + 1) > dim G 2 id,d+ $d,(d, + 2) 
=P (s - 1) d,(d, + 1) > $d,(4d- 3d, - 2) 
z $d,(4d- 3d, - 2), 
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falls s > 4 oder s = 3, d, >, 3. Diese Ungleichung ist aber nur erftillt, falls 
s = 4, d3 = d, = 2 oder s = 3, d, < 3. Benutzt man diese Einschrankungen, 
so kann man mit (13) und Lemma 5 zeigen, da13 ( V, G) in keinem dieser 
FClle ~quidimensional ist. Gibt es nun ein i> 2, so da13 di >, 3 und 
(Vi, Gi)r (w,, A,,) ist, dann folgt aus Lemma 10(b): 
bW-4 -t- l)+(s-- f( 1 d:-l)>dimG>$d,d+l 
=-(S- l)(d:-- l)>dim H3 fd,($d- 1 -d,) 
3 $d,@- 1 - d2) (14) 
fiir s> 4 oder s = 3, d, > 3. Die Ungleichung ist aber nur erfiillt fiir s= 3, 
d2 d 4, d, = 3. Es bleibt zu untersuchen s = 3, dz < 4, d, = 3 und dz < 4, 
d, =2. Mit (14) und Lemma4 und 5 kann man zeigen, da13 die 
Darstellungen auBer in den Fallen 
(o,+w’,+w;‘,C,+A,+A,) und (co,+d,+~;,C~+A~-tA,) 
nicht Bquidimensional sind. 
3.13. Sei (V,, G,)g(o,, C,), d, <:d- 1, s%? und (V, G)sei koreguhir. 
Da Z(G) s H,/mZ treu auf V operiert, folgt aus (2): 
dim V22+4(dim V-dim G- l)+dim G>idim V-4. 
Da d, + 1 ,< d ist folgt damit 
fd,(d, + 1)+ i (d:- i)>;d,d-f 
1=2 
>,$d,d+;d,(d, + I)-; 
+0>2(s-- I)--2 i df-;d,d 
( > 
- 1. (15) 
i=2 
Mit Lemma 11 folgt fur ~255: 0>,2”-‘d, +5--h und fiir s=4, d,>3: 
0 2 id, 3” - r + 15 - 16s. Da diese Ungleichungen nie erfiillt sind, folgt damit 
s<3 oder s=4 und d4 =2. Fur s=4, d4 =2 erhalt man aus (15): 
O>, -3-2(d;+d:-fd,dzd3). 
Aus Lemma 11 folgt dann 
fur d3 24: O&3-2(32-8d,)*d, =d, =d3 =4, 
fur d, >, 6, d3 = 3: 0 >, - 3 - 2( 18 - gd,) =+dl < 4, Widerspruch. 
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Da dl, d2 d 4, d, = 3, 4 (15) nicht erfiillen, folgt da0 entweder s < 3 oder 
d3 = d, = 2. Indem man die Falle 
(a) fur alle i> 2 mit d, > 3 ist (Vi, Gi) & (o,, A,,), und 
(b) esgibteini32mitdi>3und(V,,Gi)=N(~,,A,), 
getrennt behandelt, kann man zeigen, daD s d 3 ist und fur s = 3 nur die 
Darstellungen 
koregular sind. 
3.14. 5. Fall: (I’,, G,) z (w,, B,n oder D,). 
LEMMA 17. (V, G) ist nur dann koreguliir oder iiquidimensional, wenn
d, >d. 
Die Untersuchung verlluft analog zum (ui , C,)-Fall und wird deswegen 
weggelassen. Man mug nur beachten, dal3 wenn d, > d ist und (V, G) ist 
koregular, so ist such (S *IV, N) koregullr. Und wenn dl > d ist, und 
(V, G) ist ~quidimensional, so ist such (S ‘IV, H) ~quidimensional. Dies 
folgt aus Lemma 1 und klassischer Invariantentheorie [ZZ]. 1st dl =d, so 
betrachte man im aquidimensionalen Fall die Gruppe O,, statt SO,,,. 
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